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Zusammenfassung

Im Physikunterricht wird das Pauli-Prinzip iiblicherweise als
Postulat eingefiihrt. In diesem Aufsatz wird an einem sehr ein-
fachen Spezialfall das Pauli-Prinzip hergeleitet. Dabei wird nicht
explizit von der Schrédinger-Gleichung Gebrauch gemacht.

1. Einleitung

Das Pauli-Prinzip gehort zu den wichtigsten Erkenntnissen der Quanten-
physik. Es muss daher in der Schule behandelt werden. Da es sich um ein
quantenmechanisches Phdnomen handelt, kann es nicht im Rahmen der
klassischen Physik anschaulich erklért werden Daher wird das Pauli-Prinzip
in der Schule iiblicherweise als Postulat eingefiihrt. In diesem Aufsatz wird
gezeigt, wie fiir einen einfachen Spezialfall das Pauli-Prinzip auf Leistungs-
kurs-Niveau hergeleitet werden kann. Wir betrachten dazu zwei nichtwech-
selwirkende, identische Teilchen, die in einem eindimensionalen Potential-
topf mit unendlich hohen Winden eingeschlossen sind.

2. Ein Teilchen im Potentialtopf

Zunichst wird die eindimensionale Bewegung eines Teilchens, das wegen
undurchdringbarer Winde sich nur im Bereich 0 < x < L authalten kann,
untersucht. L. de Broglie wies als erster darauf hin, dass das Teilchen durch
eine Materiewelle beschrieben werden muss [1]. In Analogie zum Fall eines
beidseitig eingespannten Seils [2] ist die zeitabhingige Wellenfunktion in
diesem Fall durch die stehende Welle

@(x,1) = @(x)sin(at + ) (0 <x <L) (1)
gegeben. Hierbei sind
Q(x) o< sin(zf xj 2)

die zeitunabhéngige Wellenfunktion,
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die Kreisfrequenz, cp;, die Phasengeschwindigkeit (deren Zahlenwert fiir
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die weitere Betrachtung unerheblich ist), A die Materienwellenléinge und
O ein beliebiger Phasenwinkel der stehenden Materiewelle. Damit die
stechende Welle an den Winden verschwindet, erfiillt die Materie-
wellenlidnge die Resonanzbedingung

A
L= > 4
ns 4)

wobei die Quantenzahl n eine natiirliche Zahl ist (n =1, 2, 3, ...). Nach de
Broglie ist die Materiewellenlinge 4 mit dem Impuls p des Teilchens iiber
die Gleichung
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(h: Plancksche Konstante) verkniipft [1]. Die Energie des Teilchens ist daher
quantisiert
2 2
En = p— = }12 —h (6)
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(m: Masse des Teilchens). Die stets positive Grofe
02 (x) sinz(n%xj )

heiBit Wahrscheinlichkeitsdichte. Sie wird als Mal} fiir die Wahrscheinlich-
keit, das Teilchen in der Umgebung der Stelle x zu finden, interpretiert .

3. Zwei Teilchen im Potentialtopf

Nun setzen wir ein weiteres, identisches Teilchen in den Potentialtopf
hinein. Es wird angenommen, dass die beiden Teilchen A und B nicht
miteinander in Wechselwirkung stehen. Aus diesem Grunde gelten die
Gleichungen (6) und (7) sowohl fiir Teilchen A als auch fiir Teilchen B. Die
Gesamtenergie beider Teilchen ist durch die Summe der Einzelenergien
gegeben,
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ng.ng (nA +np
AE 8ml>
wobei nun zwei Quantenzahlen ny=1,2,3,...und ng=1, 2, 3, ... benotigt

werden (siche Abb. 1).
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! Genauer: J. goz (x)dx ist die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen bei einer Messung im Be-
Rl

reich x; < x < x, vorzufinden.



Aus der Wahrscheinlichkeitsrechnung ist bekannt, dass die Wahrschein-
lichkeit Teilchen A bei x, und Teilchen B bei xp zu finden, durch das
Produkt der Einzelwahrscheinlichkeiten gegeben ist.

np,np

q)z (xA,xB)o<sinz(nA%xA)sinz(nB%xBj ©))

Die zeitunabhingige Wellenfunktion des Zwei-Teilchen-Zustandes sollte
daher von der Form

. T . T
Pnyng (XA’XB)‘XSm(”AzxAjsm(”Bszj (10)

sein. Allerdings soll Gl. (10) noch modifiziert werden.

Energie (willk. Einheiten)

ﬁ

18 — (3,3)
(1,4) (4,1)

1 —

13— (2, 3) (3, 2)

10 —— (1,3) 3, 1)

Abb. 1: Energiespektrum des betrachteten Zwei-Teilchen-Systems

4. Diskussion der Wellenfunktion (8) des Zwei-Teilchen-Zustandes

In Abbildung 2 ist jeder mogliche Quantenzustand des Zwei-Teilchen-Sy-
stems durch einen Punkt in der n4 —np —Ebene gekennzeichnet. Beispiels-

weise gehort der Punkt P (4|2) zu der Gesamtenergie
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Abb.2: Graphische Darstellung der Quantenzusténde in der ny —npg —
Ebene
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und der Wellenfunktion

¢4,2(xA,xB)cxsin(4%xAJsin(2%xBj. (12)

Dem Punkt P’ (2|4) zugeordnet ist eine andere Wellenfunktion

¢274(xA,xB)o<sin(2%xAjsin(4%xBj (13)

mit der gleichen Energie wie bei Punkt P.

Egp=Epy (14)

Jeder Punkt Q(n A|”B) mit ny #ng des in Abbildung 2 dargestellten

Punktgitters wird als entartet bezeichnet, da jeweils zwei verschiedenen

Wellenfunktionen (¢, , ,, und @, ,, ) zum gleichen Energiewert



E =E (15)

nj.np np,ng
gehoren.

Die beiden Teilchen A und B sind absolut identisch. Man kann daher prinzi-
piell nicht unterscheiden, ob Teilchen A sich im Zustand mit der Quanten-
zahl n, und Teilchen B sich im Zustand mit der Quantenzahl np befinden

oder umgekehrt (d.h. Teilchen A ist im Zustand mit der Quantenzahl ng
und Teilchen B ist im Zustand mit der Quantenzahl n, ). Die korrekte

Wellenfunktion des Zwei-Teilchen-Zustandes 1st daher eine
Linearkombination der entarteten Wellenfunktionen ¢, , . und @, , :

¢nA,nB(xA7XB):

. 7 . T e T . T : (16)
CrSIN| Ny —X SIN| np —X CiySINf Nnp —X SIN|{ 774 — X
I ATA BB | B ¥A AT B

Fiir die entsprechende Wahrscheinlichkeitsdichte gilt daher

2 _
q)nAvnB (x4,%p) =

2 (17
Cy sin I’lAz)CA sin I’le.XB +CHSlIl I/le)CA sin I’lAz.XB

Da die beiden Teilchen A und B prinzipiell nicht unterschieden werden

konnen, darf sich (die messbare Grof3e) q)iA ng (x4,xpg) nicht dndern,

wenn die beiden Teilchen A und B (d.h. wenn die Koordinaten x4 and xp)
vertauscht werden. Es muss daher gelten:

c?=ch. (18)
Es gibt zwei Losungen

1 =< (19a)
und

cy =—cyr . (19b)
Wir miissen daher GI. (10) durch

+
¢’1,47”13 (x4, xp) o

. r . r . r . r (202)
sin nAZxA sin nBZxB + S1n I’le.XA sSin I’lAsz

oder

¢};A,HB (XA,XB) o<

sin nAZxA sin nBsz —Sin nBZxA Sin nAsz

ersetzen. q)ZA ng (xa,xp) ist eine symmetrische und @, (x4,xp) eine

antisymmetrische Funktion.



Op o, Casxp) =0, (xp.xa) (21a)
Pryong XAsXB)==@p, n, (X, X4) (21b)

In der Natur sind beide Moglichkeiten — GI. (20a) und GI. (20b) - realisiert.
Teilchen mit symmetrischer Wellenfunktion heilen Bosonen. Die Teilchen
mit antisymmetrischer Wellenfunktion werden Fermionen genannt.

5. Das Pauli-Prinzip

Wenn n4 = np ist, verschwindet die antisymmetrische Zwei-Teilchen-Wel-
lenfunktion (20b).

Pnyng (Xa,xp) =0 fiir ny=np (22)

Das Verschwinden der antisymmetrischen Wellenfunktion bedeutet, dass die
Wahrscheinlichkeit, zwei identische Teilchen im gleichen Quantenzustand
(d.h. nq =ng) zu finden, null ist. Das ist die Aussage des Pauli-Prinzips.
Die in Abbildung 1 bzw. 2 grau dargestellten Punkte bzw. Energieniveaus
besitzen daher im Fall von Fermionen keine physikalische Realitét.
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