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Kurzfassung

Vergleicht man das durch das Rutherfordsche Modell beschriebene Wasserstoffatom mit dem
gebundenen System Erde-Mond, so stellt man folgenden Gegensatz fest: Nimmt die Gesamt-
energie beider Systeme ab, so verringert sich der Abstand Proton-Elektron, wihrend der Ab-
stand Erde-Mond anwichst. Zur Erkldrung dieses paradoxen Verhaltens miissen der Spin und
die Rotationsenergie der Erde beriicksichtigt werden. Entfernt sich der Mond von der Erde, so
nimmt zwar - analog zum Atom - die Energie des Mondes zu, die Gesamtenergie nimmt aber
insgesamt (wegen der Abnahme der Rotationsenergie der Erde) ab.

1. Einleitung

Der mittlere Abstand zwischen Erde und Mond
nimmt z.Z. etwa 4 cm pro Jahr zu. Ursache ist die
so genannte Gezeitenreibung, die dem gebundenen
System Erde-Mond mechanische Energie entzieht
[1, S. 35]. Diese Tatsache 16st teilweise grofle Ver-
wunderung aus, lernt man doch schon in der Schu-
le, dass beim Rutherfordschen Modell des Wasser-
stoffatoms das Elektron auf eine Kreisbahn mit
kleinerem Radius iibergeht, wenn das Atom Licht
abstrahlt, also Energie verliert' [2]. Wie ist es mog-
lich, dass zwei so &dhnliche Systeme (Mond um-
kreist Erde bzw. Elektron umkreist Proton) so un-
terschiedlich auf Energieentzug (Kreisradius wird
grofler bzw. kleiner) reagieren?

2. Einkorperproblem (zwei punktformige Kor-
per)
Zur Beantwortung dieser Frage betrachten wir zu-
nichst zwei punktférmige Korper mit den Massen
m; und m,, die um ihren gemeinsamen Schwer-
punkt kreisen®. Zur Vereinfachung wird im Weite-
ren stets angenommen, dass my >>m, ist. In die-
sem Fall ruht Korper 1 im Zentrum der kreisformi-

gen Bahnkurve von Korper 2. Die beiden Korper
ziehen sich wechselseitig an. Fiir den Betrag der

Zentralkraft gilt
C
F=—. 1)
2

Hierbei ist r der Abstand der beiden Korper bzw.
der Radius der Kreisbahn und C eine Konstante. Im

' Nach klassischer Vorstellung sollte das kreisende Elektron
elektromagnetische Wellen abstrahlen und als Folge in den
Atomkern stiirzen [3].

2 Im Allgemeinen sind die geschlossenen Bahnkurven der beiden
Korper Ellipsen, wobei ihr gemeinsamer Schwerpunkt in ei-
nem Brennpunkt der Ellipse liegt. Zur Vereinfachung wird hier
jedoch nur der Fall der Kreisbahn diskutiert.

Fall von Gravitationswechselwirkung ist

C= Gm1m2 (2)
(G: Gravitationskonstante). Beim H-Atom dagegen
ist
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(e: Elementarladung, &: elektrische Feldkonstante).
Damit sich eine stabile Kreisbahn ausbilden kann,
muss fiir die Zentripetalbeschleunigung

wyr=—5 : “)
mor
gelten. Die Gesamtenergie W des Systems setzt
sich aus der kinetischen und potentiellen Energie
von Korper 2 zusammen:

W=Lmr2ed - € (5)
2 r
Mit Gl. (4) folgt
C
W=—". 6
2 (6)

Der Drehimpuls L des Systems besteht nur aus
dem Bahndrehimpuls von Korper 2. Sein Betrag ist

L=myrag. 7
Mit Gl. (4) lasst sich die Winkelgeschwindigkeit
wg eliminieren:

L=,/Cmyr . (8)

Wird GI. (8) nach r aufgelost und in Gl. (6) einge-
setzt, so folgt

2
wi2 = -

=const.<0. ©)]

Wird dem rotierenden System Energie entzogen
(zugefiihrt), so nimmt nach Gl. (6) der Abstand r
der beiden Korper ab (zu). Eine Energiednderung
ist nur moglich, wenn mit der Energiednderung



auch eine Anderung des Drehimpulses einhergeht,
damit das Produkt WI? konstant bleibt.

Diese Uberlegung macht plausibel, warum der
Wasserstoffatomradius abnimmt, wenn das H-Atom
ein Photon abstrahlt. Mit dieser Energieabgabe ist
auch eine Drehimpulsabgabe verkniipft, da ein Pho-
ton nicht nur Energie, sondern auch einen Spin be-
sitzt.

3. Beriicksichtigung des Eigendrehimpulses des
massereichen Zentralkorpers

Das Anwachsen des Abstandes von Mond und Erde

kann mit dem in Abschnitt 2 diskutierten Modell

nicht erkldrt werden. Aus diesem Grund erweitern

wir das Modell um die folgenden Annahmen:

e Der massenreiche Zentralkdrper 1 erhilt ein
Massentrigheitsmoment & mit dem Spin (Ei-

gendrehimpuls) S . Fiir den Betrag des Spins
gilt
S = Owg (10)
(wg : Winkelgeschwindigkeit, mit der sich
Korper 1 um seine Symmetrieachse dreht).
e Dieser Spin S st parallel zum Bahndrehim-

puls L von Korper 2 ausgerichtet.
e  Auf das System wirken keine duB3eren Drehmo-
mente, d.h. der Gesamtdrehimpuls

J=L+S an
bleibt bei Radius- bzw. Energiednderungen
konstant.

¢ Innere Drehmomente sind parallel bzw. antipa-
rallel zu den Drehimpulsen orientiert, so dass
sich Spin von Korper 1 und Bahndrehimpuls
von Korper 2 (bei konstantem Gesamtdrehim-
puls) nur betragsmiBig dndern.

Die GlIn. (6) und (8) miissen daher modifiziert wer-

den. Es gilt nun

2
_57_C (12)
20 2r
und

J=85+Cmsyr . (13)
Wird Gl. (13) nach S aufgelost und in Gl. (12) ein-
gesetzt, folgt

2
3 (J—qlszr) e (14)
20 2r
Differentiation von W nach r fiihrt auf die Glei-
chung

Cmy —J,|E™2
aw r C
—_ +— (15)
dr 20 2r2
bzw. bei Beriicksichtigung der Gln. (10) und (13)
@ sz
—ws
aw _ r ¢ (16)
dr 2 272
Nur wenn

J> @‘/63 +/Cm,r (17)

mzr
bzw. nach Beriicksichtigung der Gln. (4) und (8)
ws > vy (18)

erfiillt ist, nimmt mit zunehmendem Abstand r die
Gesamtenergie W ab. Hat das System die Moglich-
keit, durch Dissipation mechanische Energie abzu-
bauen, so wird es dies so lange tun, bis

o = oy (19)
ist. Ist dies erreicht, so spricht man von einer ge-
bundenen Rotation’. Der Abstand der beiden Kor-
per wird dann nicht weiter anwachsen. Fiir den
dann erreichten Abstand r,,, gilt die Bestim-

mungsgleichung

J= % +JCma iy (20)
V"2 max

die analytisch nicht gelost werden kann.

Die Anderung der Gesamtenergie setzt sich zusam-
men aus der Anderung der Rotationsenergie von
Korper 1 und der Anderung der kinetischen und po-
tentiellen Energie von Korper 2. Im Einzelnen gilt
bei Beriicksichtigung der Gln. (10) und (12) fiir die
Energiednderung von Korper 1 bzw. 2

W _d s _sds__[Cmoes o
dr dr20 O dr ro 2

bzw.
dw
aw, _d(_€)_C (22)
dr dr\ 2r) 9,2

Stets nimmt mit zunehmendem Abstand r die Ener-
gie von Korper 1 ab und die von Korper 2 zu. Da
mit zunehmendem Abstand r die Energie und damit
auch der Spin des Zentralkorpers 1 abnimmt, muss
wegen der angenommenen Konstanz von J der
Bahndrehimpuls von Korper 2 zunehmen. Es flief3t
also Drehimpuls von Koérper 1 zu Korper 2, wih-
rend das abgeschlossen Gesamtsystem mechanische
Energie durch Dissipation verliert. Fiir die Drehim-
pulsdnderung von Korper 1 folgt aus GI. (13)
as__ |G (23)
dr 4r
Diese Gleichung gilt auch, nur mit umgekehrtem
Vorzeichen, fiir den Bahndrehimpuls von Korper 2.
Fiir den Bahndrehimpuls von Korper 2 gilt

L=myriewg =J-S. (24)
Differentiation von GIl. (24) nach r fiihrt mit GI.
(23) auf

2 da)B sz

my2rog +myr o 4 (25)

* Wir konnen die Wechselwirkung von Mond und Erde als einen
vollkommen unelastischen Drehstol3 auffassen, der beendet ist,
wenn die Winkelgeschwindigkeiten von Mond und Erde iiber-
einstimmen. Allerdings ist die Stof3zeit astronomisch lang.



Tabelle 1: Einige Daten des Systems Mond-Erde [1, 4]
Mond Erde

Masse my= 7351022 kg |mg= 598-10%* kg
mittlerer Radius Ry =1738 km Rg =6371 km
Massentrigheitsmoment® Oy = 8,9-1034 kgm® | O =81 10%7 kgm®
Umdrehungsdauer (Kreisbahn) Tem=27,32d Tep=2732d
Umdrehungsdauer (Spin) Tsm=2732d Tsg =0,9973 d
Bahndrehimpuls Ly=29- 10%*Js
Spin Su=2,4-10"Js S5=59-10%7s
mittlerer Abstand Mond-Erde r = 384400 km
Gesamtdrehimpuls Mond-Erde J=35- 1034 Js

bzw. mit Gl. (4) zu
dog 3| C

26
dr 2 m2r5 ( )

4. Beispiel: Das System Erde-Mond

Wegen

e der geringen Exzentrizitit der Mondbahn (e =
0,0549 [1, S. 33])°

e der im Vergleich zur Erdmasse geringen Masse
des Mondes (siche Tabelle 1)6

e der Kleinheit des Spins des Mondes’ im Ver-
gleich zu seinem Bahndrehimpuls (siehe Tabel-
le 1)

e  der Tatsache, dass Bahndrehimpuls von Mond
und Spin der Erde nahezu parallel sind®

e und der Tatsache, dass Mond und Erde ein
drehimpulsméBig nahezu abgeschlossenes Sys-
tem bilden (Einfluss der Sonne wird vernach-
lassigt)

lasst sich das in Abschnitt 3 diskutierte Modell in

guter Nédherung auf das System Mond-Erde anwen-

den (Korper 1: Erde, Korper 2: Mond). Mit

* Die Berechnung des Massentrigheitsmoments einer homoge-
nen, starren Kugel erfolgt mit der Formel ®:%mR2 (R:

Kugelradius). Wegen der inhomogenen Massenverteilung der
Erde rechnen wir mit einem etwa 20 % kleineren Wert [6].

% d.h. die Mondbahn ist in guter Nziherung eine Kreisbahn.

® d.h. die Erde ruht praktisch im Schwerpunkt des Systems Erde-
Mond. Auf diese Annahmen kann jedoch verzichtet werden,
wenn, mit Ausnahme von Gl. (29), in allem Formeln die Masse
des Mondes (my) durch die reduzierte Mondmasse ersetzt
wird. Die reduzierte Mondmasse berechnet sich mit der Formel

mmygm

myp, =—3—E 21726102 kg

’ mM + mE

" Die Rotationsdauer des Mondes ist an seinen Umlauf um die
Erde gebunden (gebundene Rotation). Deshalb wendet der
Mond der Erde stets dieselbe Seite zu [1, S. 36].

¥ Die Mondbahn ist um etwa 5° gegen die Ekliptik verkippt [7, S.
169]. Der Spinvektor der Erde weicht um etwa 23,5° von der
Senkrechten zur Ekliptik ab [7, S. 154]. Spinvektor der Erde
und Bahndrehimpulsvektor des Mondes nehmen wegen der
Prizessionsbewegung der Mondbahn (18,6-jahriger Zyklus)
alle moglichen Winkel zwischen 18,5° und 28,5° an. Dies wird
im Weiteren jedoch nicht beriicksichtigt.

C =G mymg =2.93-10°" Nm? 27)

(G=6,67- 1o~ m3kg’ls’2: Gravitationskonstante)
und den in Tabelle 1 zusammengefassten Daten be-
rechnet sich fiir ein Anwachsen des Abstandes Er-
de-Mond von Ar=3,8 cm pro Jahr (gemessener

Wert [5]9) die zeitliche Abnahme des Eigendrehim-
pulses der Erde'® mit GL. (23) zu 4,5-10'® kgm’s?.
Im gleichen Mafle nimmt der Bahndrehimpuls des
Mondes zu, damit der Gesamtdrehimpuls des ab-
geschlossenen Systems Erde-Mond konstant bleibt.
Der dazugehorige mechanischen Energieverlust des
Gesamtsystems pro Zeiteinheit betridgt laut Gl. (16)

3,17-1012 W (Abb.1). Die Rotationsenergie der
Erde nimmt pro Sekunde um (Gl. (21)) 3,29-1012 J
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Abb. 1: Darstellung der Gesamtenergie W des Sys-
tems Erde-Mond in Abhédngigkeit vom Abstand r

® Die Messungen erfolgen mit Hilfe kurzer Laserpulse (Laufzeit-
messung).

"Durch den Umlauf des Mondes um die Erde bilden sich zwei
Flutberge auf den Weltmeeren aus. Der eine Flutberg befindet
sich auf der mondzugewandten, der andere Flutberg auf der ge-
geniiberliegenden Seite der Erde. Da sich die Erde unter diesen
Flutbergen dreht, entsteht ein abbremsendes Drehmoment [6].



ab, d.h. knapp 4 % ' des von der rotierenden Erde
abflieBenden Energiestroms gelangen zum Mond.
Der Rest, etwa 96 %, wird im Wesentlichen iiber
die Gezeitenreibung dissipiert.

Die Winkelbeschleunigung der Erde berechnet sich
mit Gl. (23) und dem in Tabelle 1 angegebenen
Massentrigheitsmoment der Erde zu @gg=
—5,6-10_22 2 (gemessen: ~5.107224 [6],
—3,7-10_22 2 [8]12). Das bedeutet eine tdgliche
Zunahme der Umdrehungsdauer13 Tsg der Erde von
) 3
OsEISE _
2
Aber auch die Umdrehungsdauer des Mondes &n-

dert sich. Es gilt (Gl. (26)) @y =—-1,2-1072s7

Algp =— 57 ns. (28)

(gemessen: —1,2- 1075372 [6]). Jeder (siderische)

Mondmonat ist daher um

d’B,MTg’M
2r

langer als sein Vorgénger.

Erde und Mond konnen sich nicht beliebig weit von
einander entfernen. Wegen

O =81-10°7 kgm?

ATg M =- =26 us (29)

0% kgm? (30)

<< mMr2 =121
darf in GI. (20) der erste Summand auf der rechten
Seite vernachlédssigt werden. Deshalb kann Gl. (20)
nach r,,, aufgelost werden:
J? 5
Tmax = =5,7-10" km . 31)
Cmy
Die gemeinsame Winkelgeschwindigkeit von Mond
und Erde bei maximalem Abstand berechnet sich
mit Gl. (4) zu

Wsp =0\ = LS =15-107%s1. (32

MM max

Das bedeutet fiir beide Korper eine Umdrehungs-
14
dauer von knapp 49 Tagen .

,3.36-10'%1-3,24-10'%]

336-10')

"Dies sind iiber etwa 2000 Jahre bzw. 300 Jahre gemittelte Wer-
te. Man beachte, dass es eine ganze Reihe weiterer Faktoren
gibt, die die Rotationsdauer beeinflussen (z.B. jahreszeitliche
Veridnderungen des Trigheitsmoments der Erde).

"Es gilt der Zusammenhang: T =27/ .

' d.h. ein astronomischer Tag und ein astronomischer Mondmo-
nat sind dann etwa 49-mal so lang wie ein heutiger Tag.

=0,036

5. Zusammenfassung

Sendet ein H-Atom ein Photon aus, so gibt es Ener-
gie und Drehimpuls ab. Damit verkniipft ist ein Ab-
nahme des Elektronenbahnradius.

Analog zum H-Atom umkreist der Mond die Erde.
Wegen der Gezeitenreibung verliert das Gesamtsys-
tem mechanische Energie. Im Gegensatz zum H-
Atom bleibt der Gesamtdrehimpuls dabei konstant,
weshalb der Abstand Erde-Mond anwachsen muss.
Mit dem Anwachsen des Abstandes flieft Drehim-
puls von der Erde zum Mond. Dabei verliert die um
ihre eigene Achse rotierende Erde Energie. Diese
Energie wird zu 96 % durch Gezeitenreibung dissi-
piert. Die restlichen 4 % flieBen zum Mond und
erhoht dessen Energie. Dies geschieht noch so lan-

ge, bis der Abstand Erde-Mond auf 5,7- 10° km an-
gewachsen sein wird. Dann haben sich die Umdre-
hungsdauern von Erde (Spin) und Mond (Umlauf
um FErde) angeglichen und betragen jeweils 49
Tage.
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