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Zusammenfassung

Es wird die fiir eine Stromlinie giiltige Bernoulli-Gleichung aus dem new-
tonschen Kraftgesetz hergeleitet und diskutiert. AuSerdem wird die Druck-
dnderung zwischen benachbarten Stromlinien in Normalenrichtung behan-
delt.

1. Einleitung

Die Bernoulli-Gleichung ist eine der wichtigsten Gleichungen der Stromungslehre. Sie sollte
daher im Unterricht behandelt werden. Im Folgenden wird aus dem newtonschen Kraftgesetz
die Bernoulli-Gleichung hergeleitet und an einigen wenigen Beispielen erldutert.

2. Herleitung der Bernoulli-Gleichung

Wir beschrinken uns bei der Herleitung der Bernoulli-Gleichung [z.B. 1, S. 40-41, 2] auf
stationdre und reibungsfreie Stromungen. Aulerdem wird zur Vereinfachung der Einfluss der
Schwerkraft vernachléssigt, d.h. der Schweredruck bleibt unberiicksichtigt. Wegen der
Stationaritiit bewegt sich ein Fliissigkeitsteilchen' stets lings einer Stromlinie. Da sich der
Druck p entlang einer Stromlinie i. Allg. dndert, erfihrt ein Fliissigkeitsteilchen ldngs seiner
Stromlinie eine Beschleunigung. Fiir die zu der Stromlinie tangentiale Beschleunigung gilt
(siehe Bild 1)

pdVa, =-Adp . (1)

Hierbei bedeuten: p: Dichte der Fliissigkeit, dV: Volumen der Fliissigkeitsteilchens, a;:
Tangentialbeschleunigung, A, Querschnittsfliche (Stromlinie steht senkrecht auf Fldache) des
Volumens dV und dp: Druckdifferenz zwischen Vorder- und Riickseite des Volumens dV. Mit

dV =Ads (2)
(ds: Lange des Volumens dV in Richtung der Stromlinie) und
dv dvds dv
e 3)

a=—= =—vV
dt dsdt ds
folgt aus (1)
pvdv=—dp. “)

Integration von (4) liefert die bekannte Bernoulli-Gleichung (fiir horizontale Stromungen)

! Unter einem Fliissigkeitsteilchen wird hier ein (infinitesimal) kleines, mit Fliissigkeit
gefiilltes Volumen verstanden. Dieses Volumen schwimmt mit der stromenden Fliissigkeit
mit. Es ist abgeschlossen, d.h. durch seine Oberfliche kann keine weitere Fliissigkeit ein-
oder ausstromen.



p+%/0v2 =C =const. . )

C ist eine Integrationskonstante, die fiir jede Stromlinie einen anderen Wert haben kann.
Gleichung (5) besagt, dass die Stromungsgeschwindigkeit v entlang einer Stromlinie zu- bzw.
abnimmt (Wirkung), wenn der Druck p entlang der Stromlinie ab- bzw. zunimmt (Ursache).

Bei der Integration von (4) wurde die Dichte p als konstant angenommen. Diese
Annahme ist bei Fliissigkeiten - im Gegensatz zu Gasen - sehr gut erfiillt. Bei nicht zu hohen
Stromungsgeschwindigkeiten konnen allerdings die durch Druckidnderungen hervorgerufenen
Dichtednderungen eines Gases vernachlissigt werden. Die Bernoulli-Gleichung darf daher
auch fiir stromende Gase angewendet werden, wenn die Stromungsgeschwindigkeiten
deutlich unter der Schallgeschwindigkeit des benutzten Gases liegen [3].

3. Druckinderungen senkrecht zu Stromlinien

Ein Fliissigkeitsteilchen kann sich nur dann auf einer gekriimmten Stromlinie bewegen, wenn
es eine Kraft in Richtung des Kriimmungsmittelpunktes der Stromlinie erfihrt (Bild 1). Fiir
die Realisierung dieser Zentripetalkraft ist ein radiale Druckzunahme erforderlich. In
Analogie zu (1) gilt

pdVa, =—Adp (6)

(A Querschnittsfliche Volumens dV, Zentripetalbeschleunigung a, steht senkrecht auf der
Flache A, ). Mit der bekannten Formel fiir die Zentripetalbeschleunigung

a =—— 7
=R (7)
(R: lokaler Kriimmungsradius der Stromlinie) sowie mit der zu (2) analogen Gleichung
dV = Adn (®)

(dn: Lange des Volumens dV senkrecht zur Stromlinie) folgt

d 2
=p ©)

Gleichung (9) stellt eine Verbindung zwischen den Driicken benachbarter Stromlinien her.

4. Stromungen mit parallelen Stromlinien

Als Beispiel zu Gleichung (9) wird eine Stromung, die in einem gewissen Raumbereich
parallele Stromlinien besitzt, betrachtet (Bild 2). Dort, wo die Stromlinien parallel sind, gilt
wegen R — oo

dp

20 10

in (10)
bzw. nach Integration

p = p, =const. . (1D



In einer parallelen Stromung herrscht also iiberall der gleiche Druck py. Fiir einen mit einem
Fohn erzeugten freien 2 Luftstrom bedeutet dies, dass der konstante Druck in der Stromung
wegen (10) gleich dem Luftdruck (Druck der umgebenden ruhenden Luft) sein muss [2].

5. Parallelstromungen mit verinderlichem Querschnitt

Die meisten Beispiele der Schulphysik zur Bernoulli-Gleichung gehoren zur Kategorie
,homogene Parallelstrémungen mit verdnderlichem Querschnitt”. Es soll daher die in Bild 3
skizzierte Strobmung genauer diskutiert werden. In einem Rohr stromt eine Fliissigkeit mit
einer iber dem  Querschnitt  konstanten = Geschwindigkeit. = Sowohl  links
(Stromungsgeschwindigkeit v;) als rechts (Stromungsgeschwindigkeit v,) von der Verjiingung
liegt eine Parallelstromung vor. Deshalb herrscht iiberall auf der linken bzw. rechten Seite der
gleiche Druck p; bzw. p,# p;. Fiir jede beliebige Stromlinie gilt nach Bernoulli

1 1
P1+§,0V12 =p2+5pv§ : (12)

Die Geschwindigkeiten links und rechts der Verjiingung sind iiber die Kontinuititsgleichung
[1, S. 37-39] miteinander verkniipft:

Av,= Ay, . (13)
Damit folgt aus (12)

AY 1,
p1_p2((A_2J 1J2pv1 . (14)

Auf der Seite mit dem groferen (kleineren) Querschnitt herrscht demnach auch immer der
groBBere (kleinere) Druck. Nachfolgend werden zwei Freihandversuche beschrieben, die unter
dieses Erkldrungsmuster fallen.

5.1 Zwei-Blatt-Papier-Versuch

Zwei gleich grofle Blitter Schreibpapier (z.B. DIN-AS5) werden rechtwinklig geknickt und
wie in Bild 4 dargestellt in einem Abstand von etwa 1 cm zwischen den Hinden gehalten [4,
S. 253-254]. Blast man kriftig zwischen die Blitter, so bewegen sie sich aufeinander zu bis
sie sich beriihren. Dadurch wird die Stromung unterbrochen. Die Blitter entfernen sich wegen
der Schwerkraft wieder voneinander und das Spiel beginnt von Neuem. Erklirung: Uber den
beiden Blittern herrscht in der freien Parallelstromung normaler Luftdruck. Wenn die
Stromung zwischen die beiden Blitter gezwungen wird (Engstelle), sinkt der Druck.
Zwischen den beiden Blittern herrscht im Vergleich zum Auflenraum ein Unterdruck, der die
Beobachtung erklart.

5.2 Zerstauber

Ein diinnes Glasrohr (Innendurchmesser etwa 5 mm) wird senkrecht in ein Glas Wasser
gehalten. Ein freier Luftstrom, in dem — unabhingig von der Stromungsgeschwindigkeit —
normaler Zimmerluftdruck herrscht, wird am Zerstduberrohrende eingeengt, wodurch der
Druck in diesem Bereich der Stromung sinkt (Bild 5). Der auf der Wasseroberfldche lastende

2 frei“ bedeutet dabei, dass die Luft nicht in einer Rohre stromt, die die stromende Luft von
der umgebenden Raumluft trennt.



normaler Luftdruck kann so das Wasser im Zerstduberrohr hochdriicken. Bei geniigend
groBem Unterdruck erreicht das Wasser das Rohrende und wird mit der Stromung
mitgerissen. Dieses Funktionsprinzip hat in der Technik viele Anwendungen gefunden (z.B.
Spritzpistole, Vergaser).

6. Umstromung fester Korper

In eine zunidchst homogene Parallelstromung wird ein fester Korper gebracht (Bild 6). In
groBBer Entfernung vom diesem Korper ist die Stromung dann immer noch homogen, d.h. es
liegt iiberall die gleiche Stromungsgeschwindigkeit v und der gleiche Druck p_ vor. Fiir

zwel beliebige Stromlinien, z.B. die Linien 2 und 6 in Bild 6, und zwei beliebige Punkte U
und W gilt nach Bernoulli:

Do+ % o2 =p, + % pv;,  (fiir Stromlinie 2) (15)
Do+ % v =p, + % pve, (fiir Stromlinie 6) . (16)

Da die linken Seiten gleich sind, miissen auch die rechten Seiten der beiden Gleichungen
identisch sein, d.h.

1 1
Py +5pvé = py +5pv5V : (17)

In diesem Beispiel gilt fiir alle Stromlinien in der Bernoulli-Gleichung (5) die gleiche

Konstante ~ C. Die  Bernoulli-Gleichung  (17)  verkniipft Druck p  und

Stromungsgeschwindigkeit v zweier beliebiger Punkte, die nicht auf einer Stromlinie liegen
. 3

miissen .

Im sogenannten Staupunkt S, der unmittelbar vor dem umstromten Korper liegt (Bild
6), ist die Stromungsgeschwindigkeit null. Aus (17) folgt daher

1
Ps =pw+5pvi : (18)

Durch Messung der Druckdifferenz zwischen Staupunkt und einem hinreichend weit

1 o e
entfernten Punkt kann der Term 5 pv2 und damit die Stromungsgeschwindigkeit der

ungestorten Parallelstromung bestimmt werden. Eine solche Messung kann mit dem in Bild 7
skizzierten Prandtlrohr erfolgen [1, S.44]. Die linke Offnung des Staurohrs misst den Druck
im Staupunkt (Gl. (18)). Da die Stromlinien iiber der rechten Offnung des linglichen
Prandtlrohr parallel verlaufen, herrscht dort der Druck p_ und das angeschlossene

) 1
Manometer zeigt den sogenannten ,,Staudruck 5 pvi an.

7. Zusammenfassung

¢ Die Bernoulli-Gleichung (5) verkniipft Druck p und Stromungsgeschwindigkeit v an
zwei beliebigen Punkten, die auf einer Stromlinie liegen. Sie besagt, dass in Folge

2 Dies gilt immer fiir wirbelfreie Stromungen, d.h. wenn fiir das Geschwindigkeitsfeld die
Bedingung rotv =0 erfiillt ist [1, S. 39].



eines Druckabfalls (Druckanstiegs) entlang einer Stromlinie die
Stromungsgeschwindigkeit zunimmt (abnimmt).

e Liegt (wenigstens) an einer Stelle iiber dem gesamten Stromungsquerschnitt eine
homogene Parallelstromung vor, so konnen die beiden Punkte auch zu verschiedenen
Stromlinien gehoren.

e Liegen parallele Stromlinien vor, so &dndert sich der Druck von Stromlinie zu
Stromlinie in Normalenrichtung nicht. In einer freien, homogenen und parallelen
Luftstromung, wie sie in etwa von einem Fohn erzeugt wird, herrscht daher der
gleiche Druck wie in der ruhenden Umgebungsluft.

e Sind die Stromlinien gekriimmt, so &dndert sich der Druck von Stromlinie zu
Stromlinie in Normalenrichtung. Die Druckzunahme erfolgt in Richtung der
Normalen, die vereinbarungsgemidl vom Kriimmungsmittelpunkt der Stromlinie
wegweist.
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