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Anlichkeitsgesetz der Beugung

Anmerkungen zur Bedeutung der Fresnel-Zahl

A. Donges

11 Einleitung

Beugungsphdnomene gehoren zum fest-
en Bestandeteil eines jeden Physik-Curricu-
lums. In der Schule wird in der Regel nur die
Fraunhofer-Beugung behandelt, die an der
Hochschule noch um die Fresnel-Beugung
ergdnzt wird. Sowohl fir die Fresnel- als
auch fir die Fraunhofer-Beugung gilt ein
Ahnlichkeitsgesetz, das im Folgenden her-
geleitet wird.

2| Das Huygens-Fesnel’sche Prinzip

Bereits im Jahre 1690 wies Christian Huy-
gens in seinem Buch Traité de la lumiere da-
rauf hin, dass jeder Punkt P einer Welle als
Ausgangspunkt einer kugelférmigen Se-
kundarwelle angesehen werden. Die Erre-
gung Uy in einem Punkt Q hinter einer beu-
genden Offnung kann deshalb mit dem
Fresnel-Kirchhoff’schen Beugungsintegral be-
rechnet werden. Fiir den Fall einer senk-
recht auf das beugende Hindernis fallende
ebene Welle (siehe Abb. 1) gilt [1, 2]
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beugende r
Offnung
wobei
(x=&y+(y-n)
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(k: Kreiswellenzahl, A: Wellenldnge) be-
deuten.

31 Fesnel- und Fraunhofer-Beugung

Fiir den Rest der Diskussion nehmen wir
stillschweigend an, dass die Bedingung

(x=&)*+(y-m?<<L? (5)

erfllltist, d. h. dass alle auftretenden Win-
kel 6 sehr klein sind. Aus diesem Grunde
setzenwirin Gl. (1a) r=L, cos 6 = 1 sowie in
der phasensensitiven Exponentialfunktion

krsz[Hm] (6)
o

und erhalten als Ndherung
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mit der dimensionslosen Kennzahl
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Die Fresnel-Zahl F charakterisiert die
Intensitdtsverteilung

Ein Beispiel: Laserlicht mit A = 632,8 nm tritt
durch einen Spalt mit der Breite 2a = 1 mm.
Die Intensitdtsverteilung in L = 1 m Entfer-
nung wird durch die Fresnel-Zahl

a? 10

=g . 158
AL 632,8-10°1

beschrieben (siehe Abb. 2).

a?

Die normierte Intensitdtsverteilung der ge-
beugten Welle berechnet sich damit zu

2
,-,[F{(Léjz,{x,nﬂ
_U e a a a a d%d% ] (8)
normierte
beugende
Offnung

Hierbei ist a eine charakteristische Linear-
dimension der beugenden Offnung (z.B.
der Radius im Fall einer Lochblende). Der di-
mensionslose Parameter F heilt Fresnel-
Zahl. Gleichung (8) beschreibt die so ge-
nannte Fresnel-Beugung. Das Integral kann
im Allgemeinen nur numerische gelést wer-
den (Abb. 2).

Abb. 1: Beugung einer ebe-
nen Welle
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Abb. 2: Darstellung der Beugungsbilder hinter einem Spalt (Beleuchtung mit einer senkrecht auffallenden, ebenen und monochromatischen Welle) fiir verschie-
dene Fresnel-Zahlen. Ordinate: normierte Intensitat /(x/a)//(0). Abszisse: auf den Halbmesser a des Spalts normierte Koordinate x/a bzw. im letzen Bild unten
rechts Fx/a. Das Bild unten rechts zeigt: Im Fall der Fraunhofer-Beugung (F << 1) haben alle Bilder das gleiche Aussehen, wenn auf der Abszisse die normierte Ko-

ordinate Fx/a aufgetragen wird.

Eine wesentliche Vereinfachung ergibt sich,
wenn die Terme (£/a)? und (17/a)? im Expo-
nenten von Gl. (8)
y eV 2 2 axE+E24y2 2 ynan2
(]G] o

vernachldssigt werden kénnen. Dann gilt
die so genannte Fraunhofer-Ndherung [3]'

" Man beachte, dass die Feldverteilung in der Beobach-
tungsebene der Fourier-Transformierten der (hier kon-
stanten) Feldverteilung in der beugenden Offnung ent-
spricht [4].

I(0,0)
2
i 2600
e "[afaz]dgd%. (10)
Peugende
Offnung

Ist a von der GréRenordnung der maxima-
len Lineardimension der beugenden Off-
nung, so liegt der Fraunhofer-Fall vor, wenn

—

0<F<<1 (11)
realisiert ist. Von Fresnel-Beugung spricht
man, wenn in etwa
0,1<F<<10 (12)
erfiillt ist. Wie die Beispiele in Abb. 2 ver-
muten lassen, spielt die Beugung fiir F>> 1

nur noch ein untergeordnete Rolle (Grenz-
fall der geometrischen Optik) [5].
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2ain mm
Linm

0,01

0,10

1,00
10,0

1,00

Laserlicht

0.4
0,04
0,004
0,0004

0,004
0,0004
0,00004
0,000004

Tab. 1: Auf zwei Stellen gerundete Werte der Fresnel-Zahl F fir eine Wellenldnge von 2= 632,8 nm be-
rechnet mit Formel (7). Ein Beispiel: Bei einer Spaltbreite von 2a =1 mm und einem Abstand L = 1 m be-
tragt F = 0,4. Die zugehdrige Intensitatsverteilung zeigt Abb. 2 ndherungsweise durch die Verteilungen
fir F=0,5 und F=0,3. Fkommt dabei die Rolle eines Parameters der Verteilung zu.

2ain mm
Linm
0,10
1,00
10,0
100

7,4
0,74
0,074
0,0074

1,00
Schall

0,00074
<10
<10
<10

Tab. 2: Auf zwei Stellen gerundete Werte der Fresnel-Zahl F fiir eine Wellenldnge von A= 0,34 m (Schall
mit der Frequenz 1 kHz) berechnet mit Formel (7). Ein Beispiel: Bei einer Spaltbreite von 2a =1 m und ei-
nem Abstand L = 1 m betrdgt F = 0,74. Die zugehorige Intensitdtsverteilung zeigt Abb. 2 ndherungsweise

durch die Verteilungen fiir F=0,5und F=1,0.

41 Ahnlichkeitsbetrachtungen

Die Gleichungen (8) und (10) sagen aus,
dass die in normierten (dimensionslosen)
Koordinaten (x/a, y/a) dargestellte und auf
normierte (dimensionslose) Intensitat ei-
nes Beugungsbildes nur
e von der geometrischen Form der beu-

genden Offnung und
e von der dimensionslosen Fresnel-Zahl F

abhangt.

Mit anderen Worten: Wenn bei zwei ver-
schiedenen Beugungsexperimenten mit
geometrisch dhnlichen beugenden Off-
nungen? die Fresnel-Zahlen {ibereinstim-
men, so ergeben sich die gleichen normier-
ten Intensitatsverlaufe. Anordnungen mit
gleichen Fresnel-Zahlen werden daher als
dhnlich bezeichnet [6, 7]. Aus diesem Grun-
de nennt man die Fresnel-Zahl Fauch einen
Ahnlichkeitsparameter.

Beispiel: Die Beugung einer elektromagne-
tischen Welle mit A =10 cm an einer Loch-
blende mit Radius a = 10 m liefert im Ab-
stand L = 1 km hinter der beugenden Off-
nung das gleiche normierte Beugungsbild
wie die Beugung von sichtbarem Licht mit
A =500 nm im Abstand von L =50 cm hin-
ter einer Lochblende mit Radius a=0,5 mm.
Begriindung: In beiden Féllen betragt die
Fresnel-Zahl F=1.

2 Geometrisch dhnliche beugende Offnungen unterschei-
den sich nur im MaRstab.

Ahnlichkeitsbetrachtungen gestatten es
somit, Beugungsexperimente mit unhand-
lichen Dimensionen (z.B.a=10mund L =
1 km) so abzudndern, dass eine experi-
mentelle Untersuchung im Labor méglich
wird [8]. Man muss lediglich darauf achten,
dass beide Fresnel-Zahlen Gibereinstimmen,
d.h. dass beide experimentelle Anordnun-
gen dhnlich sind (Ahnlichkeitsgesetz).
Ahnlichkeitsbetrachtungen werden in den
verschiedensten Bereichen von Wissen-
schaft und Technik ausgenutzt. In der Lite-
ratur wird (iber mehr als 200 dimensions-
lose Ahnlichkeitsparameter berichtet [9].
Besonders bekannt dafiir ist die Hydrody-
namik. Als Beispiel sei der stationére Fluss
eines inkompressiblen, viskosen Fluids
durch ein Rohr genannt. Hier werden zwei
Anordnungen als dhnlich bezeichnet, wenn
sie durch die gleiche Reynolds-Zahl

Re=vrp/n (13)
(v: Stromungsgeschwindigkeit, p: Massen-
dichte, n: Viskositat des Fluids und r: Ra-
dius des Rohres) charakterisiert werden.
Steigert man die Stromungsgeschwindig-
keit in dem Rohr langsam von Null an, so
schldgt bei den verschiedensten experi-
mentelle Bedingungen die laminare Stro-
mung immer dann in eine turbulente um,
wenn die Reynolds-Zahl den Wert 1160
Gbersteigt [10].

—

51Zusammenfassung

Die normierte Intensitatsverteilung hin-
ter einer beugenden Offnung hingt nurvon
der geometrischen Form der beugenden
Offnung und von der Fresnel-Zahl F ab. Ex-
perimentelle Anordnungen mit beugenden
Offnungen der gleichen Form und gleicher
Fresnel-Zahl werden daher als dhnlich be-
zeichnet.

e Das Ahnlichkeitsgesetz der Beugung
lautet: Sofern die Kleinwinkel-Ndherung
(5) erfillt ist, sind alle Beugungsbilder
von experimentellen Anordnungen mit
geometrisch dhnlichen Beugungsoff-
nungen und gleicher Fresnel-Zahl F =
a?/(AL) dhnlich, d. h. bei normierter Dar-
stellung ergeben sich die gleichen Beu-
gungsbilder.

e Derdimensionslosen Fresnel-Zahl kommt
dabei die Rolle eines Ahnlichkeitspara-
meters zu.

o Mit Hilfe der Fresnel-Zahl lasst sich die
Beugung charakterisieren: f >> 1: geo-
metrische Optik, F= 1: Fresnel-Beugung,
F << 1: Fraunhofer-Beugung.
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